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МОДЕлИРОВАНИЕ пылЕВОзДУшНых ТЕчЕНИй 
В СпЕкТРЕ ДЕйСТВИя кРУглОгО ОТСОСА-РАСТРУБА 
НАД НЕпРОНИцАЕМОй плОСкОСТьЮ. 
часть 1. Математическая модель и алгоритм 
ее компьютерной реализации

При помощи стационарных дискретных вихревых колец разработаны математическая модель и ком-
пьютерная программа для расчета отрывной области на входе в раструб, расположенном над непро-
ницаемой плоскостью. Приводятся основные расчетные соотношения, алгоритмы расчета характе-
ристик области отрывного течения, предельных траекторий пылевых частиц и области аспирации.
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ВВЕДЕНИЕ

Основной проблемой аспирации является 
эффективная локализация пылегазовых вы-

бросов при минимальных энергозатратах [1, 2]. 
Разработке методов снижения энергоемкости 
закрытых местных вентиляционных отсосов 
― аспирационных укрытий посвящены работы 
[3‒9]. Один из путей снижения энергоемкости 
открытых местных вентиляционных отсосов ― 
их профилирование по найденным очертаниям 
отрывной области [10‒14]. Круглый местный 
вентиляционный отсос, выполненный в виде 
раструба, наиболее простое и распространенное 
устройство для улавливания пылегазовых выде-
лений. Ранее рассматривались отсосы-раструбы 
в неограниченном пространстве. Целью данной 
работы является определение влияния непро-
ницаемой плоскости на характеристики отрыв-
ной области, образующейся на входе в раструб, 
на динамику пылевых частиц и коэффициенты 
их улавливания.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛь 
И ВыЧИСЛИТЕЛьНый АЛГОРИТМ РАСЧЕТА
Отсос-раструб (рис. 1, а) представляет собой 
круглый всасывающий патрубок с расширяю-
щейся на входе частью, т. е. по сути это кон-
фузор. Чаще всего на практике отсос-раструб 
расположен над непроницаемой плоскостью, 

что ранее в расчетах учтено не было. С острой 
кромки раструба происходит срыв потока, и 
образуется вихревая область, прилегающая к 
стенкам раструба. Необходимо определить поле 
скоростей в спектре действия отсоса-раструба с 
учетом отрыва потока и исследовать динамику 
пылевых частиц.

Для разработки математической модели 
отрывного течения на входе в круглый отсос-
раструб воспользуемся дискретными беско-
нечно тонкими вихревыми кольцами. Границу 
отсоса раструба дискретизируем набором при-
соединенных вихревых колец и контрольных 

Рис. 1. Отсос-раструб над непроницаемой плоскостью: a 
― область течения; б ― дискретизация границы области; 
α ― угол раскрытия раструба; β ― угол, равный α/2; R ― 
радиус всасывающего патрубка; d ― длина раструба; vc ― 
скорость в центре раструба; a ― длина вихревой области; 
b ― максимальная толщина вихревой области; a0 ― длина 
выступающей за раструб вихревой области; l ― расстоя-
ние от конца раструба до сечения с максимальной тол-
щиной вихревой области; rh ― шаг дискретности; u ― рас-
стояние от непроницаемой плоскости до входа в раструб
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точек (произвольных точек на окружности, 
охватывающей отсос-раструб). Свободная по-
верхность тока начинается на острой кромке 
раструба, для нее задается начальное прибли-
жение. Дискретная модель в меридиональной 
полуплоскости изображена на рис. 1, б. Крести-
ками показаны контрольные точки, в них вы-
полняется условие непроницаемости: скорость 
вдоль направления нормали равна нулю. Закра-
шенные кружки ― это присоединенные кольце-
вые вихри. Полые кружки ― свободные вихре-
вые кольца.

Обозначим: N ― количество присоединен-
ных вихревых колец; Ns ― количество свобод-
ных вихревых колец; xp ― контрольная точка, 
p = 1, 2 K, …, N.

Скорость vn в произвольной точке x вдоль на-
правления n вычисляется с помощью формулы

                           
(1)

где ξq ― точка расположения q-го присоединен-
ного вихревого кольца с циркуляцией Г(ξq), γ = 
= const ― заданная циркуляция свободного вих-
ревого кольца; ζq ― точка расположения q-го 
свободного вихревого кольца.

Функция G(x, ξ) выражает собой влияние на 
точку x вихревого кольца с единичной циркуля-
цией, расположенного в точке ξ:

2х2ξ2 = b > 0, a = (x1 – ξ1)2 + ξ2
2  + x2

2  > 0, 
 

  

 
― полные эллиптические 

интегралы 1-го и 2-го рода;

 
,

ci, di взяты из таблиц [15]. 
Если расстояние от точки x до точки ξ мень-

ше шага дискретности rh, то данная функция 
вычисляется по формуле

где rh ― шаг дискретности (расстояние между 
соседними вихревыми кольцами).

В случае x = ξ функция G(x, ξ) = 0.
Вычислительный алгоритм строится сле-

дующим образом. После задания точек располо-

жения присоединенных вихрей и начального 
приближения для свободных вихрей формиру-
ется матрица 
Gpq = G(xp, ξk); p = 1, 2, K, …, N; q = 1, 2, K, …, N.

Далее начинается первая итерация.
Формируется столбец свободных членов:

 
Решается система линейных алгебраиче-

ских уравнений: 

откуда определяются неизвестные Гq = Г(ξq). 
Строится свободная линия тока, начиная с 

острой кромки A. С использованием формулы (1) 
при  вычисляется составляющая скоро-
сти vx, при  вычисляется составляющая 
скорости vy. Последующая точка (x́ , ý ) опреде-
ляется из предыдущей (x, y) с использованием 
формул:
x́  = x + Δtvx / √vx

2 + vy
2 ,   ý  = y + Δtvy / √vx

2  + vy
2 ,

где Δt ― шаг, который выбирается достаточно 
малым.

В случае приближения свободной поверхно-
сти тока к раструбу на величину, меньшую шага 
дискретности, считается, что первая отрывная 
область замыкается (поверхность тока налипает 
на стенки раструба) и начинает строиться вто-
рая отрывная область, начиная с точки (–rhcosβ, 
R – rhsinβ).

Свободная поверхность тока будет состоять 
из свободных вихревых колец, удаленных друг 
от друга на расстояние шага дискретности rh, 
т. е. в процессе вычислений на каждом этапе 
проверяется расстояние до предыдущего сво-
бодного вихревого кольца. Как только в неко-
торой точке это расстояние становится равным 
с точностью до малой погрешности шагу дис-
кретности, в эту точку помещается следующее 
вихревое кольцо. Построение продолжается до 
сечения, в котором дискретная модель стенок 
патрубка прерывается.

На этом первая итерация заканчивается. 
Заметим, что Ns при этом может измениться. 
Также задаются новые значения элементов мас-
сива расположения свободных вихревых колец, 
который будет использоваться на следующей 
итерации.

Итерационный процесс заканчивается, если 
положение свободной поверхности тока в за-
данной внутри патрубка точке перестает изме-
няться с точностью до заданной погрешности. 
Либо можно задать фиксированное количество 
итераций, уточняющее положение свободной 
поверхности тока.
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Затем находят параметры отрывной области 
течения.

Параметр b определялся с использованием 
формулы расстояния от точки (x, y) до прямой  
xsinβ – ycosβ + R cosβ = 0, на которой расположен 
раструб. Задавалась начальная точка построе-
ния (dcosβ,R + dsinβ), начиная с которой строится 
линия тока. На каждом шаге построения линии 
тока вычислялось расстояние 
b = |xsinβ – ycosβ + Rcosβ|.               (2)

Как только получалось, что |xsinβ – ycosβ + 
+ Rcosβ| > b, вычисленного на предыдущем эта-
пе, производилось переприсвоение этой величи-
ны по формуле (2) и запоминались координаты 
данной точки (xmax, ymax). Расчет велся до тех пор, 
пока линия тока не достигала сечения патрубка. 
Параметр l определяли из формулы
l = √(xmax – dcosβ)2 + (ymax – dsinβ – R)2.

Параметр a0 также определяется путем по-
строения линии тока, начиная с точки (dcosβ, 
R + dsinβ). Здесь на каждом шаге построения 
линии тока используется формула
a0 = |xcosβ + ysinβ – d – Rsinβ|,                  (3)
выражающая расстояние от точки до прямой 
xcosβ + ysinβ – d – Rsinβ  = 0, проходящей перпенди-
кулярно раструбу через его острую кромку А. Как 
только получалось, что |xcosβ + ysinβ – d – Rsinβ| > 
>a0, найденного на предыдущем шаге, происходит 
переприсвоение этой величины с использованием 
формулы (3).

Радиус эффективного всасывания Re опреде-
ляется путем построения линии тока, начиная 
с точки (dcosβ, R + dsinβ). Цикл выполняется 
до тех пор, пока х > dcosβ. При выходе из цикла 
определяется Re = y, где y ― это ордината по-
следней вычисленной точки линии тока.

Длина а первой вихревой области определяет-
ся также при построении линии тока, начиная с 
острой кромки раструба. На каждом шаге вычис-
ляется расстояние |xsinβ – ycosβ + Rcosβ| до растру-
ба. Как только оно становится меньше шага дис-
кретности, расчет прекращается и вычисляется 
значение искомого параметра с помощью формулы 
(3), в которой вместо a0 следует использовать a – a0.

Средняя скорость внутри трубы v0 определя-
лась из выражения

                                                
(4)

где vxi ― скорость в точке x = –5R; yi = yi‒1 + h, 
где y0 = 0; yN = R, h = 0,0001. Суммирование в 
числителе (4) производилось до тех пор, пока 
|yi – R| > 0,0001.

Траектории пылевых частиц строили с ис-
пользованием дифференциального уравнения 
их динамики [16]:

    
 (5)

где dе  ―  эквивалентный диаметр частицы; ρр ― 
плотность частицы; vp  ― вектор скорости ча-
стицы; g ― ускорение свободного падения; ψ 
― коэффициент сопротивления воздуха; χ ― ко-
эффициент динамической формы частицы; Sm = 
πde

2 /4 ― площадь миделевого сечения частицы; ρа 
― плотность воздуха; vа ― вектор скорости возду-
ха. Коэффициент вычисляется по формулам Стокса, 
Клячко, Адамова:

           

(6)

где , μ ― коэффициент динамиче-

ской вязкости воздуха.
Уравнение (5) преобразуем к системе обык-

новенных дифференциальных уравнений сле-
дующим образом:

                     

(7)

Система (7) решается методом Рунге ‒ Кутта 
четвертого порядка точности.

Введем следующие обозначения:

Таким образом, алгоритм решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(7) состоит из следующих шагов:

1. По заданным начальным условиям (при t = 0 
yj = yj0, j = 1, 2, 3, 4) и шагу по времени Δτ вычисля-
ются массивы коэффициентов по формулам:
k1j = Δτ · fi ; 
yj = yj0 + 0,5 · k1j ;
k2j = Δτ · fi ; 
yj = yj0 +0,5 · k2j ; 
k3j = Δτ · fi ; 
yj = yj0 + 0,5 · k3j ; 
k4j = Δτ · fi.

Заметим, что необходимо произвести вычис-
ления по каждой из формул при изменении па-
раметра j = 1, 2, 3, 4.

ÝÊÎËÎÃÈß
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2.  Определяются элементы массива y1, y2, y3, 
y4 в момент времени t = t + Δτ :
yj = yj0 + (k1j  + 2k2j + 2k3j + k4j)/6,  j = 1, 2, 3, 4.

3. Запоминаются значения полученных коор-
динат пылевой частицы и составляющих скорости:
yj0 = yj,  j = 1, 2, 3, 4,
и осуществляется переход к пункту 1. 

Построение траектории производится до тех 
пор, пока пылевая частица не попадет во всасы-
вающий патрубок либо не осядет.

Определение предельной траектории осу-
ществлялось следующим образом. Задавался 
диаметр пылевой частицы, начальное ее поло-
жение y1 = dcosβ, y2 = R. Начальные скорости 
полагались равными нулю. В переменную Ul по-
мещалась ордината частицы, которая улавлива-
ется патрубком, а в переменную Up ― частицы, 
которая осаждается. В начальном приближении 
полагалось Ul = R, Up = 30R. Переменная Sr = 
= (Ul + Up)/2. Далее организовывался цикл, кото-
рый выполнялся пока |Up – Ul| > 0,00000001. Вну-
три организовывался цикл, в котором строились 
траектории частиц. Он выполнялся до тех пор, 
пока y1 > –R/2 и y1 < u. При выходе из внутрен-
него цикла проверялось условие y3 < 0. Если оно 
истинно, то переменная Ul = Sr, в противном слу-
чае Up = Sr. Далее происходит переприсвоение 
Sr = (Up + Ul)/2, y1 = dcosβ, y2 = Sr, y3 = 0, y4 = 0. На 
этом внешний цикл заканчивается.

На каждом шаге интегрирования системы 
(7) определяли составляющие скорости воздуш-
ного потока по формуле

где для определения vx используется , а 
для vy используется . Величина v0 опре-
делялась по формуле (4) и изменялась в зави-
симости от угла и длины раскрытия раструба. 
Поэтому для корректного сравнения расчетов 
при разных углах и длинах раскрытия раструба 
найденную величину скорости необходимо было 
разделить на |v0| и умножить на заданную сред-
нюю скорость в патрубке. Число 10 в числителе 
означает, что расчеты выполнялись при средней 
скорости 10 м/с во всасывающем патрубке.

Предельные траектории пылевых частиц 
в спектре действия круглого отсоса-раструба, 
расположенного в неограниченном простран-
стве, имеют параболическую форму (рис. 2). 
Объем аспирации ― это объем между плоско-
стью А‒А, проходящей через вход в раструб, и 
соответствующей поверхностью предельных 
траекторий пылевых частиц.

Объем аспирации Va для данной пылевой ча-
стицы определялся путем построения траекто-
рии, которая являлась предельной. В процессе 
ее построения в переменную Va, начальное зна-
чение которой равно 0, накапливались значе-
ния с использованием формулы объема усечен-
ного конуса:
Va  = Va  + π(y1 – ý 1)(y2

2  + y2 ý 2 + ý 2
2  )/3,

где ý 1, ý 2 ― координаты пылевой частицы в 
предыдущий момент времени. Данная цикличе-
ская структура выполнялась, пока y1 > ý 1 и y2 > 
>0,001.

*   *   *
Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проекты № 14-41-08005р_офи_м, № 16-08-
00074).

Рис. 2. Предельные траектории пылевых частиц для 
круглого отсоса-раструба в неограниченном простран-
стве. Цифры над кривыми 10, 20, 30, ..., 120 ― диаметры 
пылевых частиц, мкм
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